Relatorio da Actividade Formativa 1 - 12 Parte

EscoLHA MULTIPLA

Grelha de Correcgao

l.-¢) 2.-¢) 3.-a) 4.-a) 5.-a) 6.-d) 7.-b) 8.-¢)

Justificagao

1. A afirmagao c¢) é verdadeira, por definigdo de multiplicagdo de matrizes. As restantes
afirmacoes sao falsas:

6 —2 0
e 2A = {4 14 2}.
e A e B sao ambas matrizes de tipo 2 x 3, pelo que é impossivel multiplica-las.
e A e C sao matrizes de tipo diferente, pelo que é impossivel soma-las.

2. Temos que

90 6 -18 0 -6
A2=A-A=10 9 12| , 6A=| 0 —18 —12|,
00 9 0 0 —18

pelo que A24+-6A+913 = 0. Portanto a afirmacao c) é verdadeira. Poderé verificar, facilmente,
que as restantes alineas sao falsas.

3. Temos que A% = I, donde A% = A e, portanto, a afirmacio a) é verdadeira. As restantes
afirmacoes sao falsas uma vez que:

{1+ —1 1= « |1+7 1 o |3 2
AB_{—Z' 1—2}’314_{ 1 1—1—2}’(314)_{—2' 1—2’]’3_{2 1]'
4. Temos que

ATX =0 &= (ATX)T=0 <= XTA)' =0 <= XT"4=0 = XTAB=0,

donde afirmacao a) é verdadeira. As restantes sao falsas:

e Por exemplo, A = {8 81, X = [(1)] LY = [(1)] provam a falsidade de b).
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1 11, X = [_11} , provam a falsidade de c).

e Por exemplo, A = {

0 0 0 .
e Por exemplo, A =1, B = [0 O]’ X = {O}’ provam a falsidade de d).
5. Como temos um sistema com 2 equagoes a 3 incognitas e x = 0, y = 0, entao nao ha
restri¢coes para a terceira incognita que pode tomar qualquer valor real. Segue-se que a unica
afirmagao verdadeira é a a).



e Temos que

a 1 0] 0 a+2 0 o= —2
0 =2 1 |, _ |- o | -1 IR N e
-4 0 8 I —4+433| ~ -7 B=—1
0 -1 2|3 4

e, portanto, (1,2,3) é solucdo do sistema dado para o = =2, f = —1, 7 = 4.

a 1 0 a 1 0 a 1 0

o =21 —4 0 B 4 0 B
A= —4 0 ﬁ trocagl)inhas 0 -1 2 L47—223 0 -1 2
0 -1 2 0 -2 1 0 0 -3

donde rank A = 3 = numero de incégnitas, para quaisquer «, 5 € R. Segue-se que o
sistema homogéneo associado, Az = 0, nunca é indeterminado.

e O sistema ¢ impossivel se e s6 se rank A < rank[A|b]. Ora

0 1 0/ 0 -4 0 1| -7
0 -2 1| -1 0 1 0 0
[A‘b] o —4 0 1| -7 trocaﬁinhas 0 -2 1| -1
0 —1 2| ~ 0 —1 2| ~
—4 0 1] -7 —4 0 1] -7
o roo| o 1ol o
L3+2Lo O 0 1 _1 Ly—2L3 0 O ]. _1
Latl2a 1 0 0 2| v 0 0 O]v+2

Para v # —2 temos rank A = 3 < 4 = rank[A|b], pelo que o sistema é impossivel.
Portanto as afirmagoes (i) e (iii) sdo verdadeiras e a (ii) é falsa. Segue-se que a resposta
verdadeira é a c).

7. Sendo B € R3*¢ entao BT € R®*3. Logo a) é falsa. E claro, por definicao de matriz
transposta, que a afirmacao b) é verdadeira. As afirmacoes c¢) e d) sao falsas porque B nao
é quadrada, logo nunca podera ter inversa.

8. Temos que
BA't =b < (BAY) 'BA 't =(BA™)"'b <= z=AB'b,
Atz =b <= (AT2)" =b" = 2TA=b",

o que prova que as afirmagoes (i) e (ii) sao verdadeiras. A afirmagao (iii) é falsa, pois para
i1, o L1 —1
A_[O 1},b—{1] temos que A —{0 1]eque

Ilz—l r =

Az =b = { , ATlr =b <= { (verifique!)

ZL’2:1 To =

que nao sao sistemas equivalentes. Portanto a afirmagao c) é a verdadeira.
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VERDADEIRO/FALSO

9. a) Temos que

1 2 311 11 14 14 14 1 11
AAT =11 2 3| (2 2 2| =114 14 14| =141 1 1],
1 2 3|13 3 3 14 14 14 1 11

o que prova que a afirmacao é verdadeira.

10 € RV Entdo AT = (a5),.,

j=1,..., n Jj=1,..., n

b) Suponhamos que A = (a;;) e temos que

A+AT:0 eSS aii—l—aii:O,W <~ ZCL“:O,VZ < CL”:O,VZ

- quer dizer que os elementos da diagonal principal de A sao todos iguais a zero. Portanto
a afirmacao ¢é verdadeira.

c) Se A nao fosse singular existiria A™! e terfamos
A2=0 = A A=0 <= A1 A1 A A=0 <= I1,=0

1 1
o que é absurdo. Portanto A é singular. No entanto, a matriz A = {_1 _J é tal que

A% = 0 (confirme!) e temos que rank A = 1 # 0. Portanto,
A*=0= Asingular mas A?=0 rankA =0.

Segue-se que a afirmacao é falsa.

1 01
d) Temos que A = PBonde P = |0 1 1| é uma matriz invertivel, pois rank P = 3,
110
1 01 2
eB= |0 1 1 0| éuma matriz com caracteristica 3 (porque estd em forma de escada).
0010

Logo, A tem caracteristica 3.
Efectuando calculos chegariamos a mesma conclusao:

10
A=10 1
11

NN DO
N O N

10 2 2 1
0120 — |0
0100 0

o = O
S O N

L3z—L1

PROBLEMAS PRATICOS

10. a) E claro que o sistema (I) e o sistema (II) sdo equivalentes. De facto, basta subs-
tituir em (I) as varidveis xy, xo, 3, T4 POr a,b,c,d respectivamente e passar os termos
independentes para o 12 membro das equagoes. Portanto S; = S5. Por outro lado, o sistema
(III) é um subsistema do sistema (II), no sentido de que as suas equagdes sdo equivalentes a
duas de (I). Logo toda a solugao de (I) é solugao de (III). Portanto S; C Ss.



b) Sabemos que um sistema é possivel se e s se o seu conjunto de solugdes é um conjunto
nao vazio. Além disso, como em qualquer dos sistemas o niimero de incégnitas é maior do que
o numero de equagoes, qualquer destes sistemas se for possivel sera indeterminado. Como
S1 = Sy entdo (I) e (II) sdo da mesma natureza, quer dizer que (I) é possivel se e s6 se (II)
for possivel. Como S; C S5 entao se (I) for possivel também (III) serd possivel. Por outro
lado, se (III) for impossivel também (I) serd impossivel.

c) Comecemos por escrever (I) na forma matricial:

1 0
0
-1

O =N
S WD
—_ =

-2
—4
Vamos efectuar transformacoes elementares sobre as linhas de modo a transformar a matriz
acima numa forma escalonada.

1 26 0|1 126 0]1 1 26 0]1
0 13 =21 — |01 3 =2{1|] — |0 1 3 —2|1
—10 0 —4/1] ™™ 1o 26 —4[2| ™ 000 0|0
126 0] " 1
A 1ltima matriz obtida é a matriz ampliada do sistema: [0 1 3 —2 1 =11
L3
000 O - 0
4

Este sistema é equivalente ao seguinte

$1+2I2+6$3:1 £L‘1:—1—4I4
(111) &
To+ 3x3 —2x4 =1 To =1 —3x3 4+ 214

Portanto
I —-1- 4£L'4
=—1—4 _
Sy =51 = 2 € R4xL . = e = 1 =35+ 224 T X3,Ty € R
I3 Tog = 1— 3[)’23 + 2[E4 T3
Ty Ly

O sistema (III), como acabamos de ver, é equivalente ao sistema (I), pelo que S3 = Sy = 5.

d) A matriz A ¢ invertivel como veremos. Para determinar A~! recorremos ao processo:

[A| ;] — [I| A7),
transf. elementares
sobre as linhas

126100 1 2 6 | 1 00
[AlL]=|013[ 010 — [0 1 3|0 10
2 01[00 1|50 -4 -11] 201
1 26| 1 00 1 20| 13 —24 —6
~—~ lo13/ 0 10| — |0o10| 6 —11 -3
BEloo 1] 241 PSl oo 1] 2 41
100 1 -2 0
— |0 1 0| 6 —11 =3 |=[L|A"].
B2lg0 1] 2 4 1




1 =2 0

Segue-se que A=t = | 6 —11 —3| e, portanto,
2 4 1
1 -2 0 1 ~1
Ar=bes A Ar=A"YeLr=A""bPeszs=A""=|6 -11 -3 1{=1[-2
2 4 1| |- 1
11. a) Temos que
10 -3 4 10 -3 4 ~10 -3 4 ~10 -3 4
2 312 -2 — |0 3 6 6/ — |0 1 22 — [0 1 2 2
0 4 8 8|™™ 10 4 8 g|sk2|0 4 8 8/™* |10 0 0 0

Como o niimero de pivots obtidos no final da condensagdo é 2 (a saber: -1 e 1), a carac-
teristica de A é 2.

b) Atendendo a alinea a) podemos afirmar que

-1.0 =3 4] | 0
Ax:O<:>0122x2:0
0 0 0 o] [ 0

Ty

Ora
— -3 + 4 =0 = -3
{ T €T3 Ty {ZCl XT3 + 41’4

To+ 223+ 224 =0 To = —2T3 — 214

e, portanto, o conjunto de solucoes de Az =0 é

—3x3 + 41y
—2x3 — 214
Zs3
Ty

S = cx3, x4 €R

c1) Como rank A = 2, e atendendo aos célculos efectuados na alinea a), entao:

Ax = b é possivel < rank[A|b] =rank A =2

-1 0 =3 4|bh -1 0 =3 4|
S [Abl= |2 3 12 —2|by| equivalente | 0 1 2 2| ¥
0 4 8 8|bs 0O 0 0 00
b by ]
A matriz v/ = |b,| é obtida da matriz b = |by|, dos termos independentes, efectuando
0 b3
exactamente as mesmas transformagoes elementares que efectudmos em A na alinea a):
bl bl bl bl
bo| > bt 2bi| 3(ba + 2by) S 5(by + 2by)
by| 2T py | sl b P by — 5 (ba 4 2by)
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cz) Como 1 # 5(1+2), entdo o sistema Az = (1,1,1) ¢ impossivel. Por outro lado, 4 =
3(340), logo o sistema Az = (0,3,4) é possivel e indeterminado com grau de indeterminagao
igual a: n® de colunas - rank A =4 — 2 = 2.

c3) Se y e w sao solugoes de Ax = b entao temos Ay = b e Aw = b. Deste modo, usando
as propriedades distributivas e de multiplicacao de uma matriz por um escalar,

Alay + (1 — a)w) = A(ay) + A((1 — 2)w) = a(Ay) + (1 — a)Aw
=ab+(1—a)b=ab+b—ab=0b.
Segue-se que ay + (1 — a)w também é solugdo de Ax = b, para qualquer « € R.

2 2a -1 1
12. a) A matriz ampliada do sistema S, 5 ¢ | 4 3a+1 6—2 1 . Vamos
-2 =2 a—=-20+4+1|1-ap
efectuar transformagcoes elementares sobre as linhas de modo a transformar a matriz acima
numa forma escalonada.

2 2a ~1 1 2 2a ~1 1
4 3a+1 6 —2 1 — |0 —a+1 I} -1
2 =2 a-28+1|1-ap] 77 [0 20-2 a—-28|2-ap
2 20 1| 1
s 0 —a+1 pg| —1
a2 0 a | —af

Agora, temos varios casos a considerar:

e Se a # 0 e a # 1 a matriz simples do sistema S, g tera caracteristica 3 e, por con-
seguinte, S, g serd possivel e determinado (qualquer que seja o valor de 3).

e Se a = 0, entao a matriz acima sera

2 0 —1] 1
01 B|-1
00 0|0

Neste caso, as matrizes simples e ampliada de Sy 5 tém caracteristica 2 (qualquer que
seja o valor de 3), pelo que, para qualquer valor de 3, o sistema Spg é possivel e
indeterminado, com grau de indeterminagao 1 =3 — 2.

e Se a = 1, entao a matriz acima sera

2 2 —1] 1
00 B|-1
00 1|8

Trocando as duas ultimas linhas e efectuando a transformacao elementar Lz — GLo
obtemos a matriz

Assim, a matriz simples de S13 tem caracteristica 2 (qualquer que seja o valor de (3),
enquanto que a matriz ampliada tem caracteristica 3, se 3% — 1 # 0, e caracteristica
2, se 3> —1 = 0. Deste modo, para 3 # +1 o sistema Si5 é impossivel, enquanto
que, para 3 =1 ou = —1, Sig é um sistema possivel e indeterminado com grau de
indeterminacao 1.



Em resumo, podemos construir o seguinte quadro, onde indicamos a natureza do sistema
Sa,3 Para os varios casos de o e de f3:

Possivel Impossivel
Determinado Indeterminado
a=0eVp
a#Flea#leVs ou a=1ef#=+l1
a=1le(f=1oup=-1)

b) Comecemos por notar que o sistema dado é o sistema homogéneo associado ao sistema
S1,0. Embora, como vimos na alinea a), o sistema S}  seja impossivel, um sistema homogéneo
é sempre possivel (porque 0 é sempre solugao). Também vimos em a) que, a matriz simples

2 2 —1
deste sistema ¢é equivalente a [0 0 1 |. Logo o sistema dado é equivalente ao sistema
0 0 O

2 — e = —
r+2y—2=0 PN T Y

Segue-se que o conjunto de solugoes do sistema dado é:

T —y —1
y| eER¥™*x=—yerz=0p = yl:yeRp=<y|1|:yeR
z 0
2 0 -1
c) Seja A a matriz simples do sistema S = Sp;. Entao A= |4 1 —1].
-2 -2 -1
c1) Temos que
2 0 -1 2 0 -1 0 -1
A=|4 1 -1 — 01 1| — |0 [1] 1|=U
—2 2 | PP lo 2 2/ P00 o

[Note que os elementos ndo-nulos da diagonal principal de U sdo os pivots de A.]
Agora consideremos as seguintes matrizes elementares que estao associadas as operacoes
elementares que efectuamos em A para obter U:

1 00 1 00 100
E21 =1-2 1 0 y E31 - O 1 0 5 E32 - O 1 0
0 01 1 01 0 2 1
associadas as transformacoes elementares Lo — 2Ly, L3 + Li, L3 + 2Ls, respectivamente.

Neste caso os multiplicadores sao: -2, 1, 2 e temos que
(E32E31E21)A — U

Deste modo

1001 00][t 0 0 0 0
L= (EuF3Fy) ' =Ex'Es'Ex =12 1 0] [0 10[|0 1 0f]=]2 0
001 [-101]]0 —21 -1 -2 [1]

[Note que os elementos da diagonal principal de L sdo sempre 1 e que os elementos abaixo
da diagonal sao os multiplicadores: na posicao (7, j) esta k tal que L, — kL;.]

7



1 0 0|2 0 —1 2 0 -1
Confirmacao: LU=|2 1 0|0 1 1|={(4 1 -1|=A
-1 -2 110 0 O -2 -2 -1

c2) Sabemos que se A = LU entdo

Ly=1»
Ur=y

Y

Ax:b<:>LUx:b<:>{

onde b é a matriz dos termos independentes de S. Estes dois sistemas sao mais faceis de
resolver que o inicial uma vez que L e U sao matrizes triangulares. As solugoes = do segundo

1
sistema sao exactamente as solucoes do sistema pretendido. Ora neste caso b = |[1] e
1
1 0 0] 2 0 -1
L=12 1 0[,U=1[0 1 1/]. Assim
-1 =2 1] 00 O
1 1 0 0] [n 1 =1 y=1
Ly= 1|1l & | 2 1 0 |yl =1 &2y +y2=1 S Sy =—1
1 -1 =2 1] [ws 1 —y—2ypt+tys =1 y3 =10
Agora
2 0 —=1| |z 1 1t
201 —x3 =1 e
Ur=y< (01 1| |z =|-1|<« s M 2
O O O T3 0 I2+ZE3:—1 1'2:_1_1'3

Designando por S o conjunto das solugoes do sistema S, entao

Itzs 1 1
2 2 2

S = —1l—23| :23€ R} = —1| +a3|—1| :23€R
I3 0 1

c3) As solugoes de S obtém-se atribuindo valores a x3. Por exemplo, fazendo z3 = 0

1
= 1
2

obtemos |—1| e fazendo z3 = 1 obtemos | —2].
0 1

PROBLEMAS TEORICOS

13. a) Suponhamos que A = {al aZ] e B= {bl bﬂ. Entao

a3 a4 bs by

AB — {aﬂh + agbs aibs + a2b4}  BA= {aﬂh + agby  asby + asbs

a3b1 + CL4b3 agbg + a4b4 a1b3 + CL3b4 a263 + Cl4b4

donde tr(AB — BA) = (abs — asbs) + (asby — asbs) = 0.



b) Atendendo as hipdteses
0 1] o 1 0 1] o 1][a a
A {—1 o} - {—1 o} A= —1 0] - {—1 0] {ag a4]
:|:CL3 a41<:>{a4:a1
. Segue-se que

0 1 0 1
Analogamente B [_1 0] = [_1 0] B —=

(Ilbl — CLng CL1b2 + agbl } . |: a1b1 — a262 (Izb1 + Cllbg } — BA

AB = =
[—agbl — a162 —a2b2 + a161 —&1[)2 — Clle —CZQbQ + a1b1

14. a) Como A # 0 entao a # 0 ou b # 0, donde a? + b* # 0. Assim

a*r — aby = 0
{a —b} [x] ar —by =0 b’z + bay = 0 (a®>+ %)z =0 r=0
=0« = = =
b a|ly br +ay =0 bax — b*y =0 (a®>+ %)y =0 y=0
abr + a*y = 0

donde AX = 0 é (possivel e) determinado.
b) Como AX = 0 é determinado, entdo rank A = 2 e, portanto, A é invertivel. Agora

a —=blla b| a’® + b? 0
b al||-b a| 0 a’® + b?

a b

1 1 1 a b
e, portanto, A <a2—+bz {—b a}) =I5, 0 que prova que A" = poaT {—b a]'
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