Relatorio da Actividade Formativa 2 - 12 Parte

EsSCcOLHA MULTIPLA

Grelha de Correcao

1.-a) 2.-d) 3.-b) 4.-a) 5.-¢) 6.-b) T7.-d) 8.-b)
Justificagao

1. Como ‘; ?’ = —3 # 0 entao os vectores (1,2),(2,1) sdo linearmente independentes e,

portanto, ((1,2),(2,1)) é uma base de R? - quaisquer dois vectores linearmente independen-
tes de um espago com dimensdo 2 constitue uma base desse espago. A afirmagcao a) é, pois,
verdadeira. A Afirmacao b) é falsa porque (1,1,0) = (1,0,1) + (0,1, —1). As afirmagoes c)
e d) sdo falsas porque tanto R? como R? sao espagos vectoriais com um niimero infinito de
vectores.

2. Asafirmacoes a) e b) sao falsas, porque qualquer subespago vectorial de R", n > 1, distinto
do subespaco nulo, tem infinitos vectores. Por outro lado, sendo {u,v,w} um conjunto de
vectores linearmente independente entao

t € L(u,v,w) <= {u,v,w,t} linearmente dependente,

o que prova que c) ¢ falsa e que d) é verdadeira.

3. Temos que

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
1 0 -3 P 0 1 -5 ey 0 1 -=5|,
3 -1 —4 L; 5L11 0 2 =101 > °210 0 O

donde u, v, w sdo linearmente dependentes. Na verdade, temos w = u + 2v. Portanto, a) e
d) sdo afirmagoes falsas. Também c) ¢ falsa

L(u) 4+ L(v) + L(w) = L(u,v,w) # L(u+ v +w) = L(5, =2, =5)
pois u = (1,—1,2) & L(5, —5). Por tltimo,
=2(u+v)— (u+2v) =2(u+v) —w € Llu+v,w),
v=—(u+v)+(u+2v)=—(u+v)+weLlut+v,w) , weLlut+vw),

u+v,w € Llu,v,w).

Logo
L(u,v,w) € L{u +v,w) € Llu,v,w)

o que prova a veracidade de b).

4. Temos que
Ax = b possivel <= rank A = rank[A|b] < 2 = rank[A|b] < b€ L(u,v),

uma vez que u e v sao as colunas da matriz A. Portanto a afirmagao a) é verdadeira. As

1 0
restantes alineas sao falsas: seja A= |—1 0| € R3*?
1 0



e Se b =(1,0,0) entdo rank A = 1 # 2 = rank[A[d] e o sistema Ax = b é impossivel.
Portanto b) é falsa.

e Seb=(1,—1,1) entdo rank A = 1 = rank[A|}] e o sistema Ax = b ¢é possivel. Portanto
c) e d) sao falsas.

5. A afirmagao verdadeira é a c). De facto,
F={(z,y,2) eR*: z+2y =2} ={(z,y, 2 +2y): v,y € R}
= {2(1,0,1) +y(0,1,2): =,y € R} = ((1,0,1),(0,1,2)),
G={(z,y,2) eR>: y=2}={(2,2,2): v,z € R}
={z(1,0,0) + 2(0,1,1): z,z € R} = ((1,0,0),(0,1,1)),
FNG={(z,y,2) eER* 2+ 2y=2,y=2z2} ={(n,y,2) ER*: v = —y, y=2}.
Portanto, (i) e (iil) sdo afirmac¢oes verdadeiras e (ii) é falsa.
6. Temos que (—1,1,0) € FNG, pois satisfaz a equacao x +y — 2z = 0 e é um gerador de G.
Por outro lado, dim G = 2 pois é gerado por dois vectores que sao linearmente independentes.
Se dim(FNG) =2 entdao FNG = G, pois FNG C G. Mas (1,1,1) e Ge (1,1,1) € F. Logo
FNG#G. Segue-se que dim(F NG) < 1. Como (—1,1,0) € F NG entao (—1,1,0) gera
FNG. Quer dizer que FNG = {z(—1,1,0): z € R}. Portanto a afirmagao b) é verdadeira.

-1 1 0
Além disso, as afirmagoes a) e d) sao falsas. Também c) é falsa porque | 1 1 1| =—1#0,
1 01
donde (1,0,1) € G.
1 20
7. (i) - Temos que rank A < 3 = n2 de linhas. Como A'= [ 0 3 1| é uma submatriz de
1 0 2

A (formada pelas 3 primeiras colunas de A) e |A’| =4 # 0 (confirme!) entdo rank A" = 3 e,
portanto, também rank A = 3. Portanto a afirmagao (i) é verdadeira.

(ii) - Como A tem caracteristica 3, entdo 3 vectores de R(A) linearmente independentes
constituem uma base do espaco coluna de A. Deste modo, a afirmacao é verdadeira se:

e (1,0,-1),(2,3,0),(1,1,2) € R(A)
e {(1,0,—1),(2,3,0),(1,1,2)} conj. linearmente independente

e Ora (1,0,—1), (2,3,0) s@o as duas primeiras colunas de A e (1,1,2) = (0,1,2) + (1,0,0)
(soma das colunas C3 e Cy de A). Logo (1,0,—1),(2,3,0),(1,1,2) € R(A).

1 21
e Temos que | 0 3 1| =7 # 0 (confirme!), donde os vectores sao linearmente indepen-
-1 0 2

dentes. Portanto a afirmagao (ii) é verdadeira.
(iii) - Por definigao ker A = {z € R* : Az = 0}. Ora

1201‘16 8
A:0310_3:0,
-10 2 0]|, 0

donde (—6,1,—3,4) € ker A. Por outro lado, rank A = 3 donde AX = 0 é um sistema
indeterminado com grau de indeterminagao 1 = 4 — 3 = n2 de colunas de A — rank A. Se-

gue-se que dimker A = 1. Logo qualquer vector nao nulo pertencente a ker A gera ker A.
Em particular, ker A = ((—6,1,—3,4)).



Alternativa: condensando a matriz A obtemos

120 1 il 0 T+ 220+ 2, =0 v = —3u,
Ar=0«< |0 3 1 O 2| = 0| & 3z +23=0 PN x2:%1374
00 4 1] ™ 0 4 5
3 Ty 303 T2 =0 T3 = — 304
Portanto

3 1 3 31 3
ker A = {(—51'4, 211’4,—11'4,1'4) Xy € R} = {1'4 (—5, 1_17_171) Xy € R}
31 3
(=22 22 1) Y = ((=6,1, =3, 4)).
((-53-31)) =(-o1-3.0)

Segue-se que a afirmagao (iii) é verdadeira. Portanto a d) é a afirmagao verdadeira.
8. Temos que
2ut3v=w=-5u+2v <= Tu+v=0 <= v=—-Tu.

Deste modo, w = 2u 4+ 3v = —19u. Como u # Oy, entdo U = L(u,v,w) = L(u) tem
dimensao 1. Segue-se que b) é a afirmagao verdadeira.

VERDADEIRO /FALSO

9. a) A afirmagao é falsa. De facto, com a adigdo assim definida nao existe elemento
neutro para adicao. Supondo que 0 = (a,b) € R? é o elemento neutro entao, em particular,
(1,0) + (a,b) = (1,0) e (2,0) + (a,b) = (2,0). Mas

(1,0) + (a,0) = (1,0) <= (a,0) =(1,0) <= a=1

(2,0) + (a,b) = (2,0) <= (a,0)=(2,0) <> a=2 }impossivel.

Deste modo, nao existe um vector 0 € R? tal que 0 +u = u + 0 = u para qualquer u € R2.

b) Temos que

(Of:]_ (a:
=1 —0
(1.1,0,1) = a1, 1,1,2) + B(0,1,0,1) + 7(0,0,1,1) & { * 77 =10 :
2o+ B+7=1 (1=1
(0622 (0422
=0 - _9
(2a07171) - a(1a17172) +6(O71,0,1)+’y(0’0’1’1) RS a‘l’ﬁ PN ’
(2a+(B+7=1 (1=
(o =1 (o —
=2 —
(1.2,0,2) = a(1,1,1,2) + B(0,1,0,1) + (0,0,1,1) & { * 7 PN .
a+v=0 —

Portanto ((1,1,0,1),(2,0,1,1),(1,2,0,2)) < ((1,1,1,2),(0,1,0,1),(0,0,1,1)). Por outro
lado,



dim((1,1,1,2),(0,1,0,1),(0,0,1,1)) = rank

macao ¢ verdadeira.

c) Temos que FF = {(1 —y,y,2): y,2z € R} e G={(—1—y,y,2): y,z € R}, donde
F+G ={(1-y—1—y,2y,22): y,z € R} = {(—2y,2y,22): y,z € R} = {(—a,a,b): a,b € R}.

Além disso, temos para quaisquer u = (—a,a,b),v = (—d’,d’, V') € F + G e qualquer o € R
que

(—a,a,b) + (=d',d" V') =(—(a+d),a+d,b+b) e F+G,
a(—a,a,b) = (—aa,aa,ab) € F + G,

donde F' + G ¢ um subespaco de R? e a afirmacao é verdadeira.

d) A afirmagao é verdadeira. De facto, F' + G é um subespaco de R’ e temos que

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G) = 5 = dim R°.

PROBLEMAS PRATICOS

10. a) Consideremos a matriz A cujas linhas sao os vectores a, b, ¢,d, e e determinemos a
sua caracteristica.

1 1 1 0 1 11 1 0 1 1 1 1 0 1
1 -1 2 2 -7 0 -2 1 2 -8 0 -2 1 2 -8
A=1]2 2 11 4| —Jo 0o -1 1 2| — |00 -11 2
2 2 3 -1 0|/ o0 1 -1 =2/ o0 0 o0 o0
1 1 6 =5 —9| 2L |0 0 5 —5 —10 00 0 0 0

Ls—14

Como A tem caracteristica 3 entao o niimero maximo de vectores linearmente independentes
do conjunto {a,b,c,d, e} é 3. Por outro lado, temos imediatamente

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1
A =11 -1 2 2 —T7| equivalente [0 —2 1 2 -8
2 2 1 1 4 0O 0 -1 1 2

que tem caracteristica 3. Logo também A’ tem caracteristica 3 e, portanto, os vectores a, b,
¢ sao linearmente independentes.

Alternativa: Consideremos os vectores

w=(1,1,1,0,1), v = (0,-2,1,2,—8), w = (0,0, —1,1,2).



Estes vectores sao linearmente independentes, pois estao em forma de escada. Ora u = a,
v=—a+bew=—2a+ c, pelo que a, b, c também sao vectores linearmente independentes.
Com efeito,

aa+ b+ vye =0 <= aa+ (Ba — Ba) + Bb+ (2ya — 2va) + y¢ =0
— (a+B+2v)a+B(—a+b)+v(—2a+¢c)=0
— (a+0+2y)u+pv+yw =0

a+B+2y=0 a=20
{¢i B=0 = {0=0
lirie;)‘r/ 720 ’)/:0
indep.

b) V é subespaco vectorial de R, pois é o conjunto de todas as combinagoes lineares dos

vectores de R®: a, b, ¢, d, e. Na verdade, V ¢ o subespaco gerado por estes vectores, isto é,
V =L({a,b,c,d,e}) = (a,b,c,d,e).

¢) Temos que dimV = 3, pois V é gerado pelo conjunto {a, b, ¢, d, e} e o nimero méximo
de vectores linearmente independentes deste conjunto é 3, como se observou na alinea a).
Assim, quaisquer trés vectores linearmente independentes de V geram V. Como a, b, c,
sdo linearmente independentes (observado em a)), entdao {a,b,c} gera V. Portanto, V =
(a,b,c,d ey = (a,b,c).

d) Como {a,b,c} gera V e a, b, ¢ s@o linearmente independentes entao (a,b,c) é uma

base de V.

e) Sabemos, pela alinea a), que o conjunto {a,b,c,d} é linearmente dependente. Logo,
como {a,b,c,d} é um subconjunto de {a,b,c,d, f}, também este ltimo conjunto é linear-
mente dependente. Assim, (a,b,c,d, f) nao é uma base de R®.

f) Com os subespacos F' e G dados é impossivel ilustrar a proposi¢ao. Com efeito,
sabemos, pela alinea a), que os vectores d e e s@o dependentes dos vectores a, b, ¢ (pois
efectuando transformacoes elementares na matriz A as duas ultimas linhas foram transfor-
madas em linhas nulas), donde o subespago G = (d, e) esté contido no subespaco F' = (a, b, ¢).
Portanto F'U G = F é um subespaco de R>.

Nota: Pode verificar que d = 4a — ¢ e que e = 1la — 5¢, efectuando um sistema analogo
ao da alinea g), o que justificaria, alternativamente, que d,e € F. Portanto G = (d,e) C
F ={a,b,c), donde FUG = F.

g) Suponhamos, agora, que G = (d’, ¢). Se FUG fosse um subespaco vectorial de R® entao
F' UG seria fechado para a adicao de vectores, mas isto nao acontece. De facto, a,d’ € FUG
mas 2a —d & F e 2a —d ¢ G, como provaremos de seguida. Ora 2a —d = (0,0,—1,—1,2).
Entao

2a —d € F & 2a —d = aa+ b+ ~c para alguns «, 3,7y € R (pois F' = {(a, b, c))
< (0,0,-1,-1,2) = (1,1,1,0,1) + B(1, —1,2,2, ~7) + 4(2,2,1,1,4)

(a+3+2y=0 (5=0

a—F+2y=0 —2 = 0 impossivel
Sqa+28+y=-1 & ca=0

284+v=-1 v=-1

(@ —=T0+4y=2 [ —




20 —d € G & 2a—d = ad + (e para alguns a, 5 € R (pois G = (d', ¢e))
= (0,0,-1,-1,2) = a(2,2,3,1,0) + B(1, 1,6, —5, —9)

(204—1-5:0 (oz:%
20+ 8=0 —
S3a+60=—-1 & —
a—53=-1 %+%:—1impossfvel
\_96:2 \ﬁ:_g

Portanto 2a —d' € F e 2a — d' & GG, donde 2a — d' ¢ F U G. Segue-se que F'U G nao é um
subespaco vectorial de R® e estes subespacos ilustram a proposicao enunciada.

h) (i) Sabemos, pela alinea a), que B = AT tem caracteristica 3. Segue-se que dimim T =
3. Logo, como dimR® = dimker T’ + dimim 7', vem que dimker T’ = dimR®> — dimim 7T =
5—-3=2.

(ii) Como dimker T = 2 > 0 entao T nao é injectivo. Como dimim7T = 3 < 5 = dimR®
(e R® é o espago de chegada) entao T nao é sobrejectivo.

(iii) Como B representa T relativamente & base canénica de R® entao im 7' é o subespago

de R® gerado pelas colunas de B, ou seja pelos vectores a, b, ¢, d, e de R®. Quer dizer que
imT =V = (a,b,c) =((1,1,1,0,1),(1,-1,2,2,=7),(2,2,1,1,4)).

11. a) Temos
koot 2 koot 2
Al=1k 2t—1 3 | = |0 t—1 1 |=k@t—-1)0t+1) =kt —1).
koot t+31770 0 00t

b) Az = 0 é um sistema homogéneo e, portanto, sempre possivel. Quer dizer que nao
existem k£ € R e/ou t € R tais que Az = 0 seja impossivel. Por outro lado, temos

Az =0 é determinado <= rank A =3 < |A| #0
<:)> Et*—1)#£0 <= k#0At#1At# 1.
Segue-se que

Az = 0 é indeterminado <= rank A <3 <= |A| =0

= Et*—1)=0 <= k=0Vt=1Vt=—1.

c;) Temos que

Assim,

Segue-se que
U= {(z1,79,23) €ER: 9 = =221, 3 = 0} = {(21, —221,0): 71 € R} = ((1,-2,0)).

Portanto ((1,—2,0)) é uma base para o espago U.

6



cy) Consideremos a base canénica, B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), de R?. Podemos

1 -2 0
substituir o primeiro vector pelo vector (1,—2,0). Como [0 1 0| =1 # 0, entdo os
0 0 1

vectores (1,—2,0), (0,1,0),(0,0,1) sdo linearmente independentes. Como sao em nimero
3 = dim R? constituem uma base de R3.

c3) Consideremos V' = ((0, 1,0),(0,0,1)). Entao
U+V ={((1,-2,0))+(0,1,0),(0,0,1)) = ((1,-2,0),(0,1,0),(0,0,1)) = R®.
c4) Temos, por definigdo de subespago gerado, que
V =((0,1,0),(0,0,1)) = {(z,y,2) € R*: (z,y,2) = a(0,1,0) + $(0,0,1)}
— {(2,1.2) €R*: (2,,2) = (0,0, 8)} = {(,y,2) € R* 2 = 0},
Portanto a equacao x = 0 representa o subespago V.

c5) Sabemos que U é o espago de solugoes do sistema Ax = 0. Entao {(1,0,1)} + U é o
conjunto de solugoes do sistema Ax = b que admite (1,0, 1) como solugao particular. Quer
dizer que

1 2 1 2| |1 4
1 2 1 4] |1 6
Deste modo,
4
201 + 12+ 223 =4
21 2| |z 4 1 2 3 %1 + @y = 2
Ar=b& |2 1 3 9| = |5 & 201 + 29+ 33 =05 1
Ta =
2 14 x3 6 \21‘1—}-1‘24‘41'3:6 5
2 1 2 (2 1 0
Alternativa: Como A = [2 1 3| equiv |0 0 1| = A’ entdao U também é o espaco de
2 1 4 0 00
1 2
solucoes do sistema A'x =0. Ora A" |0 = [1] e
1 0
2 2 1 0f |z 2
2 =2
Az= 1] & |0 0 1 x2:1@{x1+x2
0 00 0] |zs] |0 7y =1
2 =2
Segue-se que {(1,0,1)} + U é o conjunto de solugoes do sistema { “ —|—1x2
T3 =

12. a) O subespago F' é gerado pelo conjunto de vectores {(1,0,1),(0,2,—-1),(2,2,1)}. Ora

10 1 10 1 10 1
02 -1 — |02 —1] — |0 2 -1},
29 1[5 (o2 —1|" o0 o0

logo este conjunto é linearmente dependente e dim F' = 2. Com efeito, temos (2,2,1) =
2(1,0,1) 4+ (0,2,—1) e, portanto, B = ((1,0,1),(0,2,—1)) é uma base para F.

7



b) Temos que
(—2,6,-5) € FUG <= (-2,6,—5) € F ou (-2,6,—-5) € G.

Ora (—2,6,—5) ¢ GG, uma vez que este vector nao satisfaz a equacao x = z. Agora, como

F={(1,0,1),(0,2,—1))
(=2,6,—5) € F <— (—2,6,—5) = «a(1,0,1) + (0,2, —1) para alguns o, f € R

o= -2 o= -2
— (208= — (3=3
a—f3=-5 —5=-5

Portanto, (—2,6,—5) € F, donde (—2,6,—5) € FUQG.
c¢) Temos que

(v,y,2) e FNG & (1,y,2) € F N (x,y,2) € G
& (z,y,2) = a(1,0,1) + (0,2, —1) para alguns o, S € R A =z

(2=« a=2x
= Qy=20 N z=z&8=1% N T=z%
(_ j—
{0 s{
20 —y =2z y=20
T =z T =z

\

Portanto o sistema {y N define o subespaco F' N G.
T =z

d) Por definigao
F+G={u+v:ueF,veG}.

Sabemos que se X é um conjunto gerador para F' e se ) é um conjunto gerador para GG entao
F + G é gerado por X U)Y. Portanto, comecemos por determinar um conjunto gerador para

G-
G={(z,y,2) eER’:w =2} ={(z,y,2) 1 2,y € R}
={z(1,0,1) +4(0,1,0) : z,y € R} = ((1,0,1),(0,1,0)) .
Deste modo,
F+G=/{1,0,1),(0,2,-1),(1,0,1),(0,1,0)) = ((1,0,1),(0,2,—1),(0,1,0)).
1 0 1
Como [0 2 —1| = 1 # 0, os trés geradores de F + G sao linearmente independentes
01 0
e, portanto, constituem uma base para F + G. Logo, dimF + G = 3 = dimR?3, donde
F+G=R3



e) Temos que (0,1,0) € G = ((1,0,1),(0,1,0)), mas (0,1,0) € F porque F = ((1,0,1),
(0,2,—1)) e (0,1,0) ¢ independente dos vectores (1,0, 1), (0,2, —1) - provado em d). Assim,
H={0,1,0)) CGe FNH ={(0,0,0)}, como querfamos.

f) Temos que U = ((1,0,1)) € ((1,0,1),(0,1,0)) = G e como (1,0,1) € F, entao
F+U=F. Logo dim(F +U) =dim F = 2.

PROBLEMAS TEORICOS

13. a) E claro que M C R2*2 ¢ que M # 0, pois [O O] € M. Agora, para quaisquer

0 0
A= @ 70 g T o lquer « € R, tem
=y 41'B=1q4 & e qualquer o , temos que
_la+c¢ —(b+d) _ |aa —ab
A+B_[b+d a+c }EM’QA_{ab aa]eM’

o que prova que M é um subespaco vectorial de R?*2.

_ab} temos que A = a [1 0] +b {O _1} , donde

: a
b) Dada uma matriz qualquer A = [ 01 _

b
1 0f |0 —1 P - .
, gera M. Além disso estes vectores sao linearmente independentes:

0 11 0
10 0 -1 [o o a —F] Joo a=0
TR ey R R P R R

Segue-se que ([1 0] , [0 _1]) é uma base de M e, portanto, dim M = 2.

01 1 0

14. a) Denotemos por 0g o vector nulo do espago vectorial E. Como F, G, H sdo subespagos
de E entao O € F, G, H. Assim, temos que, para qualquer vector w € F

weF+(GNH) < w=u+v para alguns u € F,v € GN H.
Mas v € G N H implica que v € H e temos que
u=u+0g€e F+G,v=0g+veF+H,

donde w=u+v € (F+G)N(F+ H). Segue-se que '+ (GNH) C(F+G)N(F+ H).
b) Atendendo a hipdtese F' + G = G. Logo para w € E qualquer, temos que

we(F+G)NF+H)=GN(F+H) < weGANweF+H

weG
w=mu-+uvparaalguns u € F,v € H

Deste modo, v € Hev=w—-—u € G+ F =G, dondev € HNG. Assim w =u+v €
F+(GNH),oqueprova que (F+G)N(F+H) C F+(GNH). A igualdade segue-se por

a).
FIM



