Relatorio da Actividade Formativa 2 - 22 Parte

EsSCcOLHA MULTIPLA

Grelha de Correcao

1.-a) 2.-d) 3.-¢) 4.-b) 5.-¢) 6.-b) 7.-d) 8.-d)
Justificagao
1. A afirmagao a) é a verdadeira, pois sendo T uma transformacao linear
2T (x,y,2) = T(2(x,y,2)) = T(2x,2y,22) .
As restantes afirmacoes sao falsas:
e Se, por exemplo, 7' = idR3 entao 7% = id R? e temos T2(2,0,0) = (2,0,0) # (4,0,0).

e Se, por exemplo, T é a transformagao linear nula, i. e. T'(z,y, z) = (0,0,0) para todos
(r,y,2) € R3 entao T(x — 2,y —2,2—2) = (0,0,0) # —(2,2,2) = T(x,y,2) — (2,2,2).

e Se, por exemplo, T'=1idR? e x # 0 entao T'(x,0,0) = (z,0,0) # (0,0,0) = zT(0,0,0).
2. Temos que
9*(z,y) = 9(g(z,y)) = 90,z +y) = (0,2 +y) = gz, y).
Portanto a afirmagao d) é verdadeira. As restantes afirmagoes sdo falsas:
e f(0,0) =(1,0) # (0,0), logo f nao é uma transformacao linear.
e g(1,0) =(0,1) = g(0,1) e (1,0) # (0, 1), pelo que g nao ¢ injectiva.
e (0,0) nao ¢ imagem de algum (z,y) € R? por meio de f, pelo que f nao é sobrejectiva.

3. Temos que A = Mg (T'), onde B = ((1,0,1),(0,0,1),(0,0,1)) e B" = ((1,0), (—1,1)).

Assim como

(z,y,2) = 2(1,0,1) + y(0,1,0) + (2 — 2)(0,0,1) - em relagdo & base B de R?
entao

2 0 11| ° vz
T(ﬂ:,y,Z):[l 1 J Y :{ ]
Z—x
donde, relativamente & base B’ de R?,
T(z,y,2) = (¢ +2)(L0) + (-y+2)(=1,1) = (x +y,—y + 2).
Portanto a afirmagao c¢) é verdadeira e as restantes sao falsas.
4. Temos que
1 1 2 1 11 2 1 1 1 2 1
A=I1 -1 2 -1 — [0 -2 0 -2 — |0 =2 0 =2

Lo—1,4

12 -1 1|20 1 =3 o]+l 0 -3 1

Assim rank A = 3, donde dimim7 = 3 = dimR3. Segue-se que im7 = R?* = {((1,0,0),
(0,2,0), (0,0,3)) e (iii) é verdadeira. Além disso, T" é sobrejectiva, donde (ii) é falsa.



Por 1ltimo,

6 0
T(-1,0,2,3)= A = |o]| # |o],
0 0

donde (—1,0,2,3) & ker T". Logo (i) ¢ falsa. Portanto b) é a afirmacao verdadeira.
5. Sabemos que sendo ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) uma base de R3, entdo

im T = (T(1,0,0), T(1,1,0),T(1,1,1)) = ((0,1), (2,1), (=1, 0))

e que deste conjunto de geradores podemos extrair a base ((0,1),(2,1)). Logo (7(1,0,0),
T(1,1,0)) é uma base de im 7. Portanto a afirmagao c) esta correcta. As restantes afirmagoes
sao falsas:

e Como (1,2,3) = —(1,0,0) — (1,1,0) + 3(1,1,1) entdo T(1,2,3) = —(0,1) — (2,1) +
3(—1,0) = (=5, —2) # (1,6).

e Oradimim7 < dimR? = 2. Logo, 3 = dimR? = dim ker T+dimim 7" < dim ker 7'+2,
donde dimkerT" > 1 e T nao é injectivo.

2 -1
1 1 0

A_la()_)la()
11 1 a|l -1, |0 1—a a

pelo que rank A, = 2 para todo a € R. Logo, dimim f, = rank A, = 2 = dim R? para todo
a € R, o que quer dizer que f, é sobrejectiva qualquer que seja a. Portanto, a afirmagao b)
¢ verdadeira. As restantes afirmagoes sio falsas, pois dim(ker f,) = dimR?® — dim(im f,) =
3—2=1¢e A, nao é uma matriz quadrada.

e Notemos que [ } = Mpy.cr2(T) onde B=((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).

6. Temos

7. Como A é uma matriz de tipo 3 x 3, entao
rankA=1<3 = |A|=0 < |A—0[3] =0 <= 0 ¢é valor préprio de A.

Mais,
dimE(0) =3 —rankA=3—-1=2,
o que prova a veracidade de d). Segue-se que a) e c¢) sdo falsas. Quanto a b) podemos
010
considerar, por exemplo, A= |0 0 0| que satisfaz A?> = 0, donde 0 ¢ valor préprio de A
000
com m. a.(0) = 3. Portanto b) ¢ falsa.

8. O polinémio caracteristico de uma matriz é igual ao polinémio caracteristico da matriz
transposta. Portanto psr(r) = 2%(x — 1) e a afirmagao d) é verdadeira. As restantes
afirmagoes sao falsas:

e O vector nulo ndo é vector préprio por defini¢ao. Portanto a) é falsa.

e Como pa(x) = z%(x — 1) entdo 0 e 1 sdao valores préprios de A com multiplicidade
algébrica 2 e 1, respectivamente. Se as multiplicidades geométricas coincidirem com
as algébricas a matriz é diagonalizavel. Caso contrario nao é diagonalizavel.
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VERDADEIRO/FALSO

9. a) A afirmagao é falsa. Com efeito, se T" fosse uma aplicacao linear entao 7°(0,0) = (0,0).
Mas, neste caso, 7(0,0) = (1,0) # (0,0), o que prova que T' nao é linear.

b) A afirmagao ¢é falsa. Com efeito, temos que 7'(1,0) = (1,1,0) e

T(O71) :T[<171) - (170)] T l’:l' T<171) _T(170) = (07171> - (17170) = (_17071)7
aplic. linear
1 -1
donde Mb.c R2,b.c R3 (T) = |1 0
0 1

(Note que a matriz de uma aplicagao linear tem por colunas as imagens dos vectores da base
de partida escritas em relagao a base de chegada.)

c) Se T nao é sobrejectiva, entdo imT # R3. Segue-se que dimimT < 3 e, portanto,
dimker7 = 3 — dimimT > 0. Logo dim E(0) > 0 e 0 é valor préprio de T'. A afirmagao é,
pois, verdadeira.

d) Como |A| =0, |A—14| =0, |A+14] =0, |A—441,] = 0, entdo 0, 1, —1, 44 sao valores
préprios de A, e sao todos os possiveis, uma vez que A € R***. Como sao todos distintos,
entao A é diagonalizavel. A afirmacao é, pois, verdadeira.

PROBLEMAS PRATICOS
10. a) Temos que dimim 7T = rank A = 2 < 3 = dimR?, pelo que T nao é sobrejectiva.
b) Como A = Mg 5 (T) e B=b.c. R? entdo, para todo (x,y,2) € R3,

1| |z rT+2y+z2
0| |y| = 0 na base B'.
1| | = -+ z

1
=10
-1

T(x,y,2z)=A

ISEINSO
S O N

Portanto, como B’ = (uy, ug, us),

Ty, 2) = (& + 2y + 2 + Oz + (2 + 2)us = (& + 2y + 2)(1,0,1) + (= + 2)(0, 1,1)
=(x+2y+z —c+22y+22).

c) Sabemos que o espago im T é gerado pelas imagens de uma base do espago de partida.
Em particular,
im7T = (T(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1)) :) ((1,-1,0),(2,0,2),(1,1,2))
= <(17 _17 0)7 (27 07 2)) )

uma vez que dimim7 =2 e (1,1,2) = —(1,—-1,0) + (2,0, 2). Portanto ((1,—1,0),(2,0,2))
é uma base de im7T'.

d) Por definicio kerT = {(z,y,2) € R*: T(z,y,z) = (0,0,0)}. Ora T(1,-1,1) =
(0,0,0), por b), donde (1,—1,1) € ker T. Como dimker T = dimR?* —dimim7T =3 -2 =1
(Teorema das dimensoes), vem que ((1,—1,1)) é uma base para ker T
Alternativa: kerT" é o espaco das solugoes do sistema homogéneo Ax = 0. Portanto resol-

vendo este sistema determina-se ker 7. No entanto, neste caso é mais eficiente o método
apresentado.



e) Temos que
0 é valor préprio de T' < Jv # (0,0,0): T'(v) = (0,0,0) < ker T" # {(0,0,0)}.
Portanto, por d), 0 é valor préprio de T'. Por outro lado, temos que

E(©) = {weR Av=0}={veR*: T(v) = (0,0,0)} =ker T = {(1,—1,1)).

f) Por definigao A é valor préprio de A se e s6 se |A — A\3| = 0. Temos que

1—X 2 1
A=Xs|=| 0 =X 0 |[=(1=XN%(=A)—=X=-2A—21+2).
-1 0 1-X
Ora
2++/—4
A2—2A+2:0@A:T<:>)\:1+ﬂ\/)\:1—\/5.

Assim as raizes do polinémio caracteristico sao: 0, 1 + v/, 1 — v/i. Segue-se que o Unico
valor préprio real de A é o 0, e o respectivo subespaco préprio é E(0) = ((1,—1,1)). Como
m.g.(0) =dim E(0) = 1 e A é uma matriz de tipo 3 x 3, entao A nao é diagonalizédvel.
Nota: Note que os valores préprios complexos de A sdo: 0, 14 /4, 1 —v/i e como sao todos
distintos entao necessariamente

m.g.(0) =m.g(1+Vi)=mg(l-Vi)=1
donde m. g.(0) +m.g.(1 + /) + m.g.(1 — Vi) = 3 e, portanto, A considerada como uma
matriz com entradas no corpo C dos niimeros complexos, é semelhante a matriz diagonal

0 0 0
0 1+vi 0
0 0 1-+i
11. a) Temos que
b=(1,0,1) € im f, <= o sistema A,x = b for possivel <= rank A, = rank[A,]|b].

Vamos efectuar transformacoes elementares sobre as linhas de modo a transformar a matriz
ampliada [A,|b] numa forma escalonada:

l—-a 0 —(a+1)1 1 0 —(a+1)1
[A.) =] 0 —« 0 o — 0 —« 0 0
1 0 —(a+D[1| "™ l1—a 0 —(a+1)]|1
1 0 —(a+1)]1
— 0 —a 0 0
Latle=Ia 1 —ala+1)| a

—porque —(a+ 1)(a—1)— (a+1)=—(a+ 1) (a—14+1) = —a(a+1).

e Se @ = —1 entao rank A, = 2 < 3 = rank[A,|b]. Neste caso, o sistema A,z = b é
impossivel.

e Se a = 0 entdo rank A, = 1 = rank[A,|b]. Neste caso, o sistema A,z = b é possivel e
indeterminado (com grau de indeterminagao 2).

e Se a # —1 e a# 0 entao rank A, = 3 = rank[A,|b]. Neste caso, o sistema A,z = b é
possivel e determinado.



Portanto o sistema A,z = b é possivel sse a # —1. Segue-se que
b=(1,0,1) €im f, < a# —1.
b) Sabemos que

fa é sobrejectivo <= dimim f, =3 <= rank A, = 3.

Ora por a),
1 sea=0
rank A, =<2 sea=-1 .
3 sea#0ea#—1
Logo

fa € sobrejectivo <= a#0ea# —1.

c) Sabemos que
dim R?® = dim ker f, + dimim f, = dim ker f,, + rank A,,
donde dimker f, = 3 — rank A,. Atendendo a alinea b),

2 sea=0
dimker f, =<1 sea= -1 )
0 sea#0ea#—1

Segue-se que

fa € injectivo <= dimker f, =0 <= a#0e a# —1.

2 00
d) Temosque f=f e A=A ,=1]0 1 0f.
100
d;) Temos que
2 0 0] |z 2x
f(.fC, Y Z) matricilmente 0 10 Y| = y
1 0 0f |z T

Por conseguinte, f(z,y, z) = (2z,y, z), para todo (z,y, z) € R3.

d;) Temos, por a), que f(1,0,0) = (2,0,1), f(—1,0,2) = (—2,0,—1). Agora temos que
escrever estes vectores como combinacao linear dos vectores da base B':

(a+c=2 a=3
(2,0,1) = a(1,0,1) +b(0,1,1) + ¢(1,1,0) <= qb+c=0 <<= (b=-1 ;
la+b=1 c:%
(0 +c=—2 a:—%
(—=2,0,—1) =a(1,0,1) +b(0,1,1) + ¢(1,1,0) <= <b+c=0 = {b=1
la+b=-1 c=-1



Portanto 5 1 .
f(1,0,0) = (2,0,1) = 5(1,0, 1) — 5(0, 1,1)+ 5(1, 1,0),

f(=1,0,2) = (=2,0,—1) = —2(1, 0,1) + %(0, 1,1) — %(1, 1,0).

d3) Sabemos, pela alinea b), que dimker f = 1, donde qualquer base de ker f tem 1
vector. Temos, por definicao, que

kerf = {(Il,LEQ,JJg) € R3 . f<I1,$2,$3) = (0,0,0)}

Assim os vectores de ker f sao as solugoes do sistema homogéneo Ax = 0:

2 0 0f [z 0 211 0
Ar =0 <= |0 1 0| |22| = [0] <= |22 | =|0] < 2:=0,2,=0
1 00 T3 0 T 0

Portanto
kerf = {(1'1,1'2,33'3) S RS X = O7$2 = 0} = {(0,0,l‘g) 1 T3 € R} = <(0,0, 1))

Segue-se que ((0,0,1)) é uma base de ker f.

Nota: Repare que f(1,0,0) = (2,0,1) e que f(—1,0,2) = (=2,0,—1), donde f(0,0,2) =
f[(1,0,0) + (—1,0,2)] = (0,0,0). Portanto (0,0,2) € ker f, e também (0,0,1) € ker f.
Como dimker f =1, entao ((0,0,1)) é uma base de ker f.

d4) Por definigao
f71<{(1707 D}) ={(z,y,2) € R®: f(z,y,2) = (1,0,1)}.

Assim os vectores de R? que estao no conjunto f~!({(1,0,1)}) sao exactamente as solugoes
do sistema Ax = (1,0,1), que sabemos ser impossivel pela alinea a) (porque a = —1).

Segue-se que
f_l({<17 0, 1)}) =0.
Analogamente
f_l({(_Zv 0, _1>}) = {($7y7 Z) e R*: f(l‘7 Ys Z) = (_27 0, _1)}'

Pela alinea dy, f(—1,0,2) = (—2,0,—1) pelo que (—1,0,2) é uma solugao particular do
sistema Ax = (—2,0,—1). Segue-se que as solugoes deste sistema sao da forma

sol. particular 4 sol. do sist. hom. asso. = {(—1,0,2)} + ker f = {(—1,0,2)} + ((0,0, 1)).

Portanto, por exemplo, também (—1,0,0) = (—1,0,2) — 2(0,0,1) € f~'({(-2,0,—1)}).
Assim, temos que

Alternativa: Poderfamos resolver directamente o sistema Az = (—2,0, —1):
-2

1
0| — |0
_1] & g

[A|(_27 0, 1)] =

_= O N
O = O
o O O

0 1
00 0| — |0
0 0

S = O
o O O
o O



Deste modo,

FH{(=2,0,-D)Y) ={((z,y,2) €eR*: 2 = —1,y =0} = {(~1,0,2) : z € R}
={(-1,0,0) + 2(0,0,1) : z € R} = {(—1,0,0)} 4+ ((0,0, 1))
={(-1,0,0)} + ker f.

ds) Denotemos por B a base canénica ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) de R?. Sabemos, pela
proposicao 5.3.19, que

B = MB/7B/(‘]E) - S_lMBJg(f)S = S_lAS

onde S representa a matriz de passagem da base B para a base B, isto é, S = Mp g(id) -
as colunas de S sao as coordenadas dos vectores da nova base B’ em relacao a base original
B (ver proposigao 4.8.2). Isto pode ser visualizado no seguinte diagrama

R} L, RS
B’ B B’
idJ{S S*lTid.
RS i) RS
B A B
Portanto, neste caso,
101 1o 1]
S=Mgpid)= |0 1 1| , S'=Msgp(d)=[0 11
110 110

A matriz S~! pode ser determinada por dois processos:
12 processo:
[S]1s] — [I5|S7]

transf. elementares
sobre as linhas

22 processo:
1
STt = _—adjs.
5]
Vamos optar pelo 1° processo que é, de maneira geral, o menos trabalhoso. Para treino
poderd usar o 22 processo para determinar S~! — o resultado obtido terd de ser o mesmo.

1 01100 1 0 1 1 00
(S|Ll=l011l010| — |01 1] 0 10
110[oo01|™"]o1 —1]-101
(1 0 1 1 0 O 1 0110 O
— 01 1 0 1 0 — 01101 0
Bl2loo 2 -1 -1 1|2 loo 1| L L L
B 1 1 1
S I N/ N BTP
Ly—Ls 1?1 4 ’ '
L-1s LO O 1] 3 5 —3
1 _1 1
2 2 2
Segue-se que S~! = —% % % . Deste modo,
1 1 1
2 2 2



NN
|
N

N[ =

— O N
O = O
o O O
_ O =
— = O
O = =
I
lol»—-l
N =N [
_ O =

1
2

Alternativa: As colunas da matriz B = Mp g(f) sdo da forma:

ar Biom
B=|ay B2 7
as B3 73

onde os «;, (3;, 7; sao os escalares que se obtém escrevendo as imagens dos vectores da base
da partida (que é B') como combinagcao linear dos vectores da base da chegada (que também

éB):
f(17 07 1) = 041(1, 07 1) + 042(07 17 1) + a3(17 1a 0)7
f(ov 17 1) - 61(]—7 07 1) + ﬁQ(Oa 17 1) + /83(17 17 0)7
f(17 17 O) = 71<1a 07 1) + ’72(07 17 1) + 73(17 17 O)
Ora, vimos em dy) que f(z,y,z) = (2z,y,x). Assim, temos que
f(]-7 07 1) = (27 07 1) - al(lv Oa ]-) + a2(07 17 1) + Oég(]., ]-7 0)7
f(()? 17 1) = (07 17 O) = ﬁ1(17 07 1) + 62(07 17 1) + 63(17 17 0)7
f(17 17 0) = (27 1? 1) = ’)/1(1a 07 1) + 72(Oa 17 1) + ’73(1a 1a 0)
)

Resolvendo sistemas, como na alinea dg), obtemos a; = %, g = —%, a3 = %, 61 = —%,
3 _1 7
1 1 2
f2=735,03=135 7 =1 7% =0, =1 (confirme!). Segue-se que B= |—5 5 0].
1 -

2 2
Note que o 12 processo é mais eficiente. O 22 processo sé é mais rapido se a base do espaco

de chegada é a base candnica. Neste caso a determinacao dos «;, ; e 7; € imediata.

12. a) Temos que u # 0 é vector préprio de A se existe A € R tal que Au = Au. Assim
vamos computar A(0,1,1) e A(—9,4,1):

0 3 0 0770 0 0
Altl=|-1 1 =1| |1 = |o| =0 1],
1 0 1 -1 [1 0 1
—9] 3 0 0779 —27 -9
Aldal=|-11 -1||4]|=]12]|=3]|4
1 0 1 -1 |1 3 1

Assim u = (0,1,1) é vector proprio de A associado ao valor préprio 0 e v = (=9,4,1) é
vector préprio de A associado ao valor proprio 3.

b) Por definigao,

3—A 0 0
paN) =|[A— M| =] -1 1-Xx -1 | = (—1)1“(3—)\)‘
0 1 “1-\ Laplace

12 linha

= BN =N(1=A)+1) = (3-XN =-A"+3\"

1—A -1
1 —1-A

Segue-se que, 0 e 3 sdao os valores proprios de A. 0 é valor préprio com multiplicidade
algébrica 2 porque ocorre duas vezes como raiz e 3 tem multiplicidade algébrica 1.
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Nota: Repare que ja sabiamos, pela alinea a), que 0 e 3 eram valores préprios de A. Portanto
o polinémio caracteristico de A teria que ter a forma pa(A) = A(A)A(3 — A) com A(N)um
polinémio de grau 1.

c¢) Sabemos que A é raiz do seu polinémio caracteristico, isto é pa(A) = 0 (ver Proposigao
2.7.28). Assim temos que
0=pa(A) = —A® + 342 (%)

Efectuando a divisao de A7 por —A3 + 3\2, obtemos
AT = (= X% £ 302 (=A% — 3)% — 902 — 27X\ — 81) + 243)°.

(Confirme!) Segue-se que

AT = (=A% + 3A%)(—A* —3A% —9A% — 27TA — 8115) + 243A? = 243A? (por (*))
0
Agora
3 0 0 30 0 9 00
A2=|-11 —1||-1 1 —1|=|-4 0 0] ,
0 1 —1|]0 1 -1 -1.0 0
9 00 27 0 0 2187 0 0
A =3A%2=3|-4 0 0| =|-12 0 0| , AT=243A>=|-972 0 0
-1.0 0 -3 00 —243 0 0

d) Pela alinea c) sabemos que 0 e 3 s@o os valores préprios de A com multiplicidade
algébrica 2 e 1, respectivamente. Ora, por defini¢ao

x € R? é valor préprio de A <= (A —0L)r =0 <= Az =0.

Assim o subespago préprio F(0) associado ao valor préprio A = 0 é o subespago das solugdes
do sistema homogéneo Ax = 0, isto é

E(0) = {z € R*: Az = 0}.

Ora
3.0 0 1 0 0 10 0 10 0
A=|-11 -1 —|-11 -1 — |01 1| — [0 1 -1
0 1 —1| s |lo 1 —1|™" o1 =100 o

donde rank A = 2. Segue-se que
m.g.(0) =dimE(0) =3 —rankA=3—-2=1<2=m.a.(0)

e, portanto, A nao é diagonalizavel.

Por outro lado, pela alinea b), temos que (0, 1, 1) é vector préprio de A associado ao valor
proéprio 0, logo como dim £(0) = 1 temos que E(0) = ((0,1,1)). Também (-9, 4, 1) é vector
préprio de A associado ao valor préprio 3 e, temos que,

1<dimE(3)=m.g.(3) <m.a.(3) =1
Logo dim E(3) = 1 e, portanto, E(3) = ((—9,4,1)).

Nota: Alternativamente poderiamos determinar £(0) e E(3) directamente determinando o
subespago das solugdes dos sistema homogéneos Ar = 0 e (A — 313)z = 0, respectivamente.
Com efeito, como



0

1 0
= 0 pu—
A equivalente [0 1 —1| entao Az =0 <— “ PG
0 0 0 To — X3 = 0 To = X3

Assim
E(0) = {(71, 72, 73) € R*: 71 = 0,25 = 23} = {(0, 23, 73): 73 € R}
={x3(0,1,1): z3 € R} = ((0,1,1)).

Por outro lado,

0 0 0 0O 0 O 00 O
A—3L=]-1 -2 -1| — |10 -9 — |1 0 9/,
0 1 —4| ™™o 1 -4 " ]o1 -4
donde
925 = 0 — 9
(A-3L)r =0 < T = {M s
1'2—41'3:0 .1'2:41’3
Logo
E(3) = {(z1, 32, 73) € R*: 21 = =93, 15 = 4w} = {(—9z3, 473, 23): 23 € R} = ((=9,4,1)).
1
e;) Recorrendo a um dos processos: [S|I3] oo [I3]S7'] ou 7! = Eadj S,
“nas linhas
1 0 -1
obterd S™'= 10 1 0 | - Confirme!
0o -1 1

ey) Sabemos, pela proposi¢ao 5.3.19, que
B - MB’,B(f) = [3 MB,B(f) S - AS

onde S representa a matriz de passagem da base B para a base B3, isto é, S = Mp p(id) -
as colunas de S sao as coordenadas dos vectores da nova base B’ em relacao a base original
B (ver proposigao 4.8.2). Isto pode ser visualizado no seguinte diagrama:

f

R?® — R3
B B B
idls IsTid.
R3 i) R3
B A B
Portanto, neste caso,
3 0 0 111 3 3 3
B=LAS=|-1 1 —-1{ ({0 1 0] ={|-1 -1 =2
0 1 —-1{(0 1 1 0O 0 -1
e3) Neste caso, temos a situagao:
RS i) RS
B c B
idJI?) S*lwid
]R?; L) ]RS
B A B

Com efeito, se S = Mp 5(id) entao S™' = Mp p(id). Assim temos
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1 0 -1 3 0 0 3 -1 1
C=S"AL ;=10 1 0| |-11 —-1|=|-1 1 -1
0 -1 1 0 1 —1 10 0
e4) Neste caso, o diagrama e a matriz M sao respectivamente:
R} L, RS
5 M B 3 -1 171 11 3 3 4
idls S—lTid C M=S5"'"AS=|-1 1 —1]]0o 1 0] =]-1 -1 —2
R L, @3 1 0 0 011 1 1 1
B A B

PROBLEMAS TEORICOS

13. a) Por defini¢ao

{T<u1)7 s :T<un)} ¢ um
conjunto ¢/ n vectores <= [ayT(uy) + -+ a,T(u,) =0=a; =--- =, =0].
linearmente independentes

Assim,
a1 T(uy) + -+ o, T(u,) =0 = T(oqur + -+ + ayu,) =0
T aplic. linear
— aju + -+ apu, =0
T injectiva
:> alz...:anzo'
{ut,..., up} 1. indep.
Segue-se que {T'(u1),...,T(u,)} é um conjunto com n vectores linearmente independentes.

b) Temos, pelo Teorema das dimensoes, que dim U = dim ker T'+dim im 7" e, por hipdtese,
dimU = dim V. Assim,

T injectiva <= dimkerT =0 — dimU = dimim T

T. das dimensées

<h_:> dimV =dimim7T <= T é sobrejectiva.
ip.

14. a) Suponhamos que B = P7'AP. Entao,
A é valor préprio de A < |A — AIL,| =0 ﬁ |P~H|A = AL||P| =0
1

s |P~Y(A—\I,)P| =0 e |P7'AP — \I,,| =0
2 3

< |B — A\l,| =0 < X\ é valor préprio de B

(1) - porque sendo P invertivel entao |P| # 0 e claro |P~!| # 0;
(2) - o produto de um nimero finito de determinantes é igual ao determinante do produto;
(3) - porque P~Y(\L,)P = \(P~'I,P) = A,

b) Temos que

X é vector proprio

_ -1 _ -1 o
de B associado a A & BX =AX & (PTAP)X = AX & PT(APX) = AX

& PP HAPX) = P(O\X) & [,bLAPX = \(PX)

PX é vector préprio

& A(PX) = MPX) & de A associado a A

FIM
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