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GRUPO 1.

1. Uma vez que m = i — azair o Obtemos uma série de Mengoli,

e portanto a soma parcial até a ordem N é:
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E portanto tem-se lim Sy = lim (%—ﬁ):%

2. Comecemos por calcular

. L (Wn+1—=yn)(Vn+1+/n)
Jim (V1= /n) = lim Jniltum

1
= lim ———
n—oo \/n+ 1+ /n
= 0.

Mas paran > 1 tem-se v/n < n,v/n+ 1 < n e portanto v/n + 1—+/n =

1 1 , . e, . ~
JiTirom o que é divergente. Pelo critério de comparacao podemos
concluir que a série dada também é divergente.
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Figura 1: O grafico de ij1 e das assimptotas

GRUPO II.
L Df:R\{_1}>

2.3. fl(x) = ﬁﬁ)@ ,portanto Dy = R\ {—1}. A derivada anula-se em —2 e

em 0, sendo negativa entre —2 e 0 ( néo estando definida em —1) , e
positiva a esquerda de —2 e a direita de 0.

4. f"(x) = (H% ,portanto Dy» = R\ {—1}. A segunda derivada nao se
anula, sendo negativa a esquerda de —1 e positiva a direita de —1 , nao
existindo portanto pontos de inflexao,

5. tem-se lim, , 1+ f(z) = +00 , tendo-se portanto uma assimptota vertical

(de equacdo x = —1 ) , de ambos os lados de —1. Para ver se exis-
tem assimptotas obliquas calculamos lim,_ 4., @ = lim, 400 xiﬂ =
e limy yoo(f(x) — ) = limg 40 —-45 = —1. Temos assim uma

assimptota obliqua em —oco e em +o00 , de equagao y =z — 1,

6. podemos reunir esta informacao numa tabela que nos permite esbogar o
grafico de f :

x ‘ —00 —2 —1 0 ~+00
I + 0 - [ - 0 +
fl=-00 / —4 N\, -0 |[+00 N\, 0 / +
f" N N | U U

Utilizando estas informagoes podemos finalmente esbogar o grafico da fungao
e das assimptotas.

GRUPO I1I.

1. A aplicacao directa das regras dos limites fornece uma indeterminacao do
tipo %. Para levantar esta indeterminacao podemos utilizar a Regra de

2



I’Hopital uma vez que as fungoes no numerador e no denominador sao
ambas diferenciaveis na origem, obtendo-se:

(sinzx —x) . coszx—1  (cosz—1)cos’x . cos’x
im ~——= = lim ———— = lim 5 = lim ———,
=0 (r—tgx) @e-01— —— =0 cos?w—1 2—0 cosx + 1

e este ultimo limite é igual a % .

2. Este limite produz uma indeterminacao do tipo 17°°. Mas como

1
2

lim (cos x)=2 = ilg(l) exp [log ((cos :B)z%ﬂ = exp {lim

log cos x
r—0 z—0 xZ ’

a indeterminacao é agora do tipo %7 e portanto podemos aplicar a Regra
de Cauchy, visto que as fungoes sao diferenciaveis numa vizinhanca de
0. Assim temos:

. logcosz . (logcosx) . —sinx
lim ————=lim-——>=lim—— =
a—0 2 z—0  (x2) 2—0 22 COS T
. sinz -1 . sinx . —1 1
lim = lim lim =——,
=0 x 2cosx =0 T =z—02cO0ST 2

e portanto o limite pedido é igual a e72 .

GRUPO 1V.

1. f(z) = %,x >0
Podemos escrever a funcao como e“u’ onde a menos de uma constan-
te real multiplicativa, u(x) = /= . Ajustando a constante obtemos a
funcao: 2eV* + K, K € R.

2. f(x) = ——=———,2 €0,

1+sinz+cosz’ ) . 5
Consideremos a seguinte mudanga de varidvel: tg 3 = ¢. Entao tem-

2t o 1=t? de _ 2 dz _
T2, COST = 1743, € G = Tim- E portanto | ——2— =

S€ SIN T = 1+sin x+cos x

1d—+tt = log(1 +t) = log(1 + tg 92—”) Podemos exprimir esta funcao em

termos de x , obtendo-se tg § = 175 Assim

d :
/ o —log (14+—"" )+ K,KeR.
1+sinx + cosx 1+ cosz

GRUPO V.

1. Temos um integral impréprio visto que o intervalo de integracao nao € li-

mitado. Utilizando o critério de comparacao tem-se 22 + 1 > 23, Vo >
1 e portanto, V23 +1 > 2%2. E portanto também 1+°° ij <

1+°° % < o0, visto tratar-se de um integral de Dirichlet (com o =

3/2) , que sabemos ser convergente; logo o integral dado é convergente.




GRUPO VI.

1 1
S={-———:n,meN}.
{n m th
Como n € Nj tém-se as seguintes desigualdades: % — % <1- % <1le

1L >1_1>-1,ouseja—1<+—L <1 Dondese conclui que o
conjunto S é limitado, e que —1 é um minorante de S e 1 é um majorante
de S . O conjunto dos majorantes é portanto [1,+oco[ e o dos minorantes
] — 00, —1]. Em virtude das desigualdades acima, é de esperar que —1 seja
oinfS el osupS, pois n e m podem ser tao grandes quanto se queira, e
portanto os seus inversos tao pequenos quanto se queira. Para vermos que

isso acontece vamos utilizar a definicao de sup S' :
l=supS&Ve>0,dxeS:z>1—c¢.

Dito de outra forma, fixado um ¢ > 0 temos de encontrar n e m inteiros
naturais positivos tais que % — % > 1—¢. Como % toma o seu maior valor
paran = 1 , tomemos entao n = 1; ficamos agora reduzidos ao problema de
saber se existe um m € Ny que verifique 1 — % > 1 —cisto é % < . Que
é possivel encontrar m nessas condicoes decorre do facto de R ser um corpo
ordenado arquimediano, e portanto, de facto 1 = supS. A demonstracao
de —1 = inf §' ¢é andloga. Vejamos agora se existem max .S e min.S. Tendo
em conta as desigualdades estritas —1 < % — % < 1, podemos concluir que
nao existem n, m € Nj tais que % — % seja igual a 1 ou a — 1 e portanto
infS¢SesupS¢S;ousejamaxS e minS nao existem.



