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GRUPO I.
1. Escrevendo m = ( + n—+2 — n%l) podemos encarar a série como

uma série de Mengoli generahzada no entanto um modo mais simples
de encarar esta série consiste em utilizar a decomposicio —————— =
= n(n+1)(n+2)

que também é uma série de Mengoli. Apresen-

%<n(n1+1) B (n+1)1(n+2)>’
tamos a resolucao para cada uma das decomposicoes. E facil de ver as
vantagens da segunda decomposic¢ao.

No primeiro caso tem-se que a soma parcial até a ordem N das duas
primeiras parcelas é:

o 11 =l 1
N ;<ﬁ+n+2)_;ﬁ+;n+2
Yoo 1 al 1
- (;n—i-l N—|—1>+<;n N+2>

1 1
= 2 — .
;n+1+2 N+1+N+2
Portanto a soma parcial até a ordem N é
N N
1 1 1 1
Sy = =1(2 - —
N 2<;n+1+2 N+1 N+2 ;
1/1 1 1
= 5|5~ + .
2\2 N+1 N+2

E portanto tem-se lim Sy = 1 lim (3 — ﬁ + %) =1




No segundo caso tem-se:

al 1 1 al 1
2S5y =
N ;((n+1) (n+ 1)( n+2> nz:lnn+1 nz:l(n+1)(n+2)
B ZN: 1 N+1 1
“—n(n+1) n:2()(n+1)
- S+ l) Zam+l) 12 (N+1)(N+2)
1 1
2 (N+1)(N+2)’
E portanto tem-se lim Sy = 1 lim (% — m) =1

T

2. Seja Yy = Z+1°
e portanto |y| < 1 <= || <1

Entao a série dada converge absolutamente para |y| < 1;

<~ |z| < |z +1|, paraz # —1.

Uma maneira simples de resolver esta inequacao ¢ pensar no significado
geométrico do modulo; queremos obter os x cuja distancia a origem é
menor que a distancia a —1, ou seja 0s  que estao mais perto de 0 que
de —1. Uma vez que o ponto médio do segmento [—1,0] é St (valor de

x para o qual |z| =

No ponto x = —1/2 obtemos a série > >

que (—1)" - 0.

GRUPO II.
. D; =R,
@) = (- 2y =

anula-se para x = 0,

\)

—2%(1 — 2?)

. f" anula-se em x =0 ,
1),
2z

f'(x) = #3501
esta definida em 1, sendo nula em
a direita de 1 e negativa entre 0 e

-

—2/3

|z +1|), a solucdo serd o intervalo aberto ] 5t, +-00].

S (=

1)" que é divergente, visto

, portanto Dy = R\ {1}, e f’

sendo sempre negativa ( nao estando definida em

— 2%)72/3 | e portanto a segunda derivada também nao

x = 0, positiva a esquerda de 0 e
1; em x = 0 temos um ponto de

inflexao, visto que a primeira derivada que nao se anula em x = 0, é de
ordem fmpar (verifique que f" (0) # 0),

. 3113 . [1_ 23 . /
. tem-se hm:c—>:|:oo % - 11m;v—>:|:oo N lxg = 11m:v—>:|:oo 3 l._lg —1=—-1.E

lim, 400 (V1 — 23 + ) é uma indeterminagao do tipo Foo + co. Para
levantar esta indeterminacao vamos usar a identidade (a +b)(a? —ab+



-2
-3F

-41

Figura 1: O gréafico de v/1 — 23 e da assimptota obliqua

b?) = a3+b3, coma = v/1 — 23 b = x, e portanto a®>+b3 = 1; obtem-se

o VT P40 PP - TP+ o)
Vi-ad+3 = {,/(1_3;3)2_\?/1—x3x+132
1
(A —a3)?2 -1 —adx+a2’

e portanto
1
lim (V1—a34+2) = lim
m—»:l:oo< ) r—=Fo00 {’/(1 _ .T3)2 _ \?/1 — 34+ x2
B 1 1
400 — (Foo)(£o0) + 0 400

= 0,

temos assim uma assimptota obliqua a esquerda e a direita, de equacao
Yy=—x,

6. podemos reunir esta informacao numa tabela que nos permite esbogar o
grafico de f :

T ‘—oo 0 400
f =0 - T -
fl4+oo N, 1 N, 0\, —o0
[ uon I U

Utilizando estas informagoes podemos finalmente esbogar o grafico da fungao
e da assimptota.



GRUPO I1I.

1. Temos uma indeterminacao do tipo oo”. Mas como:

(log x)_TQ = exp [log <(10g x)_TQﬂ = exp [_?2 log(log x)] .

log(log z)

Portanto basta-nos calcular lim,_, ;- , que é uma indetermi-

nagao do tipo 2. Aplicando a Regra de Cauchy obtem-se imediata-

mente que o limite anterior é igual a zero e portanto o limite inicial
serd igual a e’ = 1.

2. Temos uma indeterminacao do tipo co — oo . Para podermos usar a Regra
de Cauchy vamos transformar esta diferenca num quociente <5£50e—2

rcoszsinx
obtendo-se agora uma indeterminagao do tipo 0/0 . Antes de aplicarmos
a Regra de Cauchy é conveniente substituir cosx sinx por % Apli-
cando a Regra de Cauchy 2 vezes seguidas (verifique que o podemos

fazer) tem-se:

. sin2x — 2z . (sin2x — 2z) i 2cos2x — 2
lim ———— = lim ————* = lim — =
z—0 xsin 2z =0 (xsin2z)’ 2—0 sin 2x + 2x cos 2x
(2 cos2x — 2) , sin 2z 0
im — = lim — =—=0.
2—0 (sin 2x + 2z cos2x)’  =—0 xrsin2x —cos2x  —1

GRUPO 1V.

1. f(z) =€e"cosx,z € R.
Primitivando por partes, pondo v’ = e* ev = cos x temos f e*cosrdr =
Juv=uv— [uw' =e"cosz+ [e*sinxdr. Primitivando novamente
por partes pondo u' = eewv = sinx temos feaf sinxdr = e"sinx —
| e* cosz dx e portanto

/ex cosrdr =¢e* cosx—l—/ e’ sinx dr = e cosx+e® sinx—/ e’ cosxdr,

ou seja
X

e
e’ cosrdr = E(cosa:—i—sinx),Vx eR.

2. f(x)= m,x €]2, 400
Vamos determinar constantes reais A, B e C' tais que m = % +

B c : ta
=+ (= Temos portanto de resolver o sistema seguinte:

A+ B =0
—4A-2B+C = 0
4A = 1.



Este sistema tem uma soluc¢ao tnica, A = 1/4,B = —1/4,C = 1/2.
Obtemos entao a seguinte decomposigao: :r(x—£2)2 =12-L+ ﬁ) :
E portanto uma primitiva sera:

1 2
— |1 —1 —-2)— + K =
4(og:1: og(® ) £L‘—2)

1 x 2
“ (1 ~ 2 ) 4K KeR
4(Og:1:—2 x—2)+ e

GRUPO V.

1. A funcao integranda nao esta definida no ponto x = 1, e temos um in-
tervalo de integracao ilimitado. Vamos separar este integral em dois,
dela2ede2a + oco. Tem-se limx_,Jroo203/295\/;ﬁ =1 < +o0, por-

+too  dax A s <l 4.
tanto tem-se [, - Vi T convergente em consequéncia do critério de

comparacao com os integrais de Dirichlet. Utilizando a desigualdade
zv/r—1>+/x—1,Vz>1 tem-se

/2 dv_ _ /2 da /1 de _
— < - 0 @ @@ - R o0 ,

1 T — 1 Vo —1 0 VT

onde utilizdmos o facto de fol g—ﬁ ser convergente para a €] — oo, 1[. E

portanto o integral dado é convergente.

GRUPO VI.

Comecemos por ver que a propriedade P(n) = (2n — 3 < 2"2) se verifica
paran = 5. Temos 10 =3 =7 < 2°°2 =23 = 8 ouseja 7 < 8, o que é
verdade. Suponhamos agora que a propriedade é verdadeira para n. Entao
para n + 1 tem-se

2(n+1)—3 = (2n—3)+2 < 277242 < 2724972 = 992 = gn=1 — o(n+1)=2
ouseja2(n+1)—3< 2n+1)=2 " como queriamos. E portanto pelo principio
de inducao matematica a propriedade é hereditaria a partir de n =5.
(Nota: 2 <2772 | visto que n > 5.)



